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Abstract 

We give a sufficient condition for a Littelmann path to represent a vector of extre- 
mal weight of an integrable irreducible highest weight représentation of a symmetrisable 
Kac-Moody algebra. Thanks to this condition we présent, in a more gênerai context, an 
alternative proof of a récent resuit by Boris Pasquier, Nicolas Ressayre and the author of 
this article on the existence of generalized PRV components. 

Résumé 

Nous énonçons une condition suffisante pour qu'un chemin de Littelmann représente un 
vecteur de poids extrémal d'une représentation intégrable, irréductible et de plus haut poids 
d'une algèbre de Kac-Moody symétrisable. A l'aide de cette condition, nous présentons, 
dans un contexte plus général, une preuve alternative de résultats de Boris Pasquier, Nicolas 
Ressayre et l'auteur de cet article sur l'existence de composantes PRV généralisées. 

Introduction 

La conjecture PRV a été énoncée dans les années 60 dans [9] par Parthasarathy, 
Ranga Rao et Varadarajan : soient /u et v deux poids dominants d'une algèbre de 
Lie semi-simple g et v, w deux éléments du groupe de Weyl de g ; soient V (jj) 
(resp. V(v)) la représentation irréductible de plus haut poids /u (resp. v). Si le poids 
X = v/li + wv est dominant, alors la représentation irréductible de plus haut poids X 
est de multiplicité non nulle dans V(jj) ®V(v). Cette conjecture a été démontrée 
simultanément et de façon indépendante par Shrawan Kumar [2] et [3] et Olivier 
Mathieu [6] dans le contexte plus général des algèbres de Kac-Moody symétrisable. 
La géométrie, et notamment la géométrie des espaces de drapeaux du groupe G 
associé à g intervient de façon essentielle dans ces deux preuves. 

Au milieu des années 90, Peter Littelmann dans [4] a donné une preuve com- 
binatoire et élémentaire de la conjecture PRV. Cette preuve est une application de 
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la théorie des chemins de Littelmann développée dans [4] et [5], théorie qui géné- 
ralise la règle de Littlewood-Richardson dans le cadre des algèbres de Kac-Moody 
symétrisable. 

Plus récemment dans [8] et [7], avec Nicolas Ressayre et Boris Pasquier nous 
avons démontré plusieurs généralisations de l'énoncé PRV dans le contexte d'un 
groupe algébrique réductif G et en utilisant des outils géométriques. 

Énonçons l'une de ces généralisations. Dans [7], à partir d'un couple de poids 
dominants (/f,v), d'un couple d'éléments du groupe de Weyl et d'un ensemble de 
racines deux à deux orthogonales, nous avons défini un hyper-rectangle dans le 
réseau des poids de G. Puis nous avons montré que les représentations irréduc- 
tibles associées aux poids dominants de cet hyper-rectangle sont des composantes 
du produit tensoriel V(jj) ®V(v) (voir le théorème 3.1 pour un énoncé plus précis). 
Ces hyper-rectangles ainsi définis contenant strictement les poids dominants don- 
nés par la conjecture PRV originale, les composantes obtenues par ce procédé sont 
appelées des composantes PRV généralisées. 

Dans ce travail, nous allons donner une preuve de l'existence des composantes 
PRV généralisées en utilisant la théorie des chemins de Littelmann dans le contexte 
des algèbres de Kac-Moody symétrisable. Pour cela, nous rappelons les résultats 
essentiels de la théorie des chemins dans la partie 1. Puis dans la partie 2, nous 
donnons une condition suffisante pour qu'un chemin représente un vecteur de poids 
extrémal et en utilisant ce critère, nous démontrons l'existence des composantes 
PRV généralisées dans la partie 3. 

1 Rappels 

Pour fixer les notations nous allons rappeler brièvement les points principaux 
de la théorie des chemins de Littelmann. Nous renvoyons aux articles originaux de 
Peter Littelmann [4] et [5] pour les preuves et les détails. Dans tout cette article g 
désignera une algèbre de Kac-Moody symétrisable. Nous utiliserons les notation 
suivantes concernant g : 

- t) : une sous-algèbre de Cartan ; 

- X : le réseau des poids ; 

- X Q =X® z QetX R =X® z R; 

- S : l'ensemble des racines simples ; 

- W : le groupe de Weyl ; 

- si P est une racine réelle, nous noterons [3 V € X^ la coracine associée et si 
XêXr nous noterons (%,P V ) l'évaluation P v (x) ; 

- si a € S, s a désigne la réflexion sur Xr définie par s a {%) = % — (%, (X v )oc ; 

- D désignera la chambre dominante et si X G X n D nous noterons V (k) la 
représentation intégrable irréductible et de plus haut poids X. 

Définition 1.1. Un chemin n est une application n : [0, 1] — » Xr rectifiable telle que 
7l(0) = et 7l(l) € X. On dit que deux chemins n et n' sont équivalent s'il existe 
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une reparamétrisation (]) : [0, 1] — » [0, 1] croissante, suijective et continue telle que 
7t = %' o(j). Nous noterons 71 l'ensemble des classes d'équivalences des chemins. 

Exemples 1. 1. Soit % G X, nous noterons tc^ le chemin défini par 7t 3C (?) = t%. 

2. Si 7ti et 7t2 sont deux chemins, le chemin 7ti * 7t2 est le chemin défini par : 

7t(?) = Ki(2t) pour t < 1/2; 

= 7ti(l) + 7C 2 (2?- 1) pour t> 1/2. 

3. Dans la suite, nous considérerons essentiellement des chemins affines par 
morceaux et tels que les changements de direction se font en des points ra- 
tionnels. Un tel chemin tc s'écrit tc = 7t Xl *7t 5C2 *• • avec (%i,%2) • • ■ >%p) £ 

Y p 
Q' 

4. Si 7t est un chemin, nous noterons 7t* le chemin défini par 7t*(?) = 7l(l — t) — 

«Ci). 

Pour toute racine réelle a nous noterons la fonction : H^(t) = (7t(?),oc v ). Soit 
mj le minimum de cette fonction. Nous aurons également besoin des fonctions 
suivantes : 

LZ(t)=mm{l,(HZ(s)-mZ) t < s < 1 } 

et 

R K a (t) = max{0, (m n a - H^(s)) < s < t } . 

Définition 1.2. Soit 7t € n et a une racine simple, alors si L„(l) < 1, f a n n'est pas 
défini, sinon f a n(t) := n(t) — L^(t)a. 

De même si >0 alors e a % n'est pas défini, sinon e a 7t(f) := %{t) — R^,(t)a. 

Voici les propriétés élémentaires des opérateurs f a et e a : 

Proposition 1.1. Soit 7t € II et a w«e racine simple ; 

1. Si f a 1t est défini alors f a ft(l) = 7t(l) — a. De même si e a % est défini, alors 
e a %{\) =7t(l) + a. 

2. Si f a K est défini, alors e a f a K est défini et e a f a K = 7t. De même, si e a K est 
défini, alors f a e a^ est défini et / a e a 7C = 7C. 

3. Si e a % est défini, alors f a %* est défini et f a K* = (e a 7t)*. De même, si f a K est 
défini, alors e a n* est défini et e a 7C* = (f a ii)*. 

4. Soit m (resp. n), maximal tel que f™K (resp. e'^K) soit défini, alors n — m = 
(7t(l),a), 

m = max{a G Z | a < (7t(l),a v ) — m„} et n = max{a € Z | a < 

5. Si e a % (resp. f a n) est défini alors pour tout n G N, e'à(nn) (resp. f^(mz)) est 
défini et on a : e^(nn) = ne a K (resp. fa{nli) = nf a n). 
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Si 71 € n, nous noterons B(n) le plus petit sous-ensemble de II contenant Tt et 
stable par les opérateurs e a et f a (pour a G S). Si B est un sous-ensemble de II, 
nous définirons car fi = Y,%eB en ^ \ nous dirons que B est entier si pour tout % £ B 
et pour toute racine a £ S, le minimum m\ est un entier. Enfin nous dirons qu'un 
chemin % est dominant si son image est contenue dans la chambre dominante D et 
nous noterons Il + l'ensemble des chemins dominants. 

Nous pouvons maintenant énoncer les résultats fondamentaux de P. Littelmann. 

Théorème 1.2. Soit 7t G n un chemin dominant, alors on a les résultats suivants : 

— l'ensemble B(n) est entier ; 

— n est l'unique chemin dominant de B(n) ; 

— carfi(7t) = carV(îl(l)). 

Si B et B' sont deux sous-ensemble de n nous noterons B *B' l'ensemble des 
concaténations 

B*B' := {71*71' |7C G B, %' G B'}. 

Théorème 1.3. Soit % et 7t' deux chemins dominants, alors l'ensemble B{%) *B(k') 
est entier et se décompose en union disjointe : 

B(k)*B(k')= (J fi(7t*r|). 

;t*r|en+ ,r|eB(ji') 

Enfin, on a la conséquence suivante qui permet de décomposer le produit ten- 
soriel de deux représentations irréductibles de g. 

Théorème 1.4. Soit g une algèbre de Kac-Moody, fietv deux poids dominants. 
Soit 7t un chemin dominant (resp. n') tel que 7C(1) = fj (resp. 7C'(1) = V), alors on a 
la décomposition suivante comme Q-module : 

y(>i)®V(v)= nu+îUl)). 

7i*T|en+,T|eB(7i') 

Pour finir cette partie, rappelons que les opérateurs e a et f a permettent de défi- 
nir une action du groupe de Weyl sur II. 

Définition 1.3. Pour tout 7t G II et pour toute racine simple a G S, définissons : 

Sn . = i ^W;sin = (7t(l),a v )>0 
a l e a"( 71 )' sinon. 

Théorème 1.5. L'application s a 1— > s a s'étend en une action de W sur II. 

2 Chemins extrémaux 

Rappelons que si V(k) est une représentation irréductible de g, alors pour tout 
w G W, le poids wX est un poids de multiplicité un de V(X) appelé poids extrémal 
de V(X). Nous allons maintenant définir la notion de chemin extrémal. 



4 



Définition 2.1. Soit r| un chemin, et soit jt l'unique chemin dominant tel que r\ G 
B(n), on dit que r\ est un chemin extrémal si le poids rj ( 1 ) est un poids extrémal de 
la représentation irréductible V(n(l)). 

Si X est un poids dominant, et si 7t = est le chemin direct entre et un poids 
dominant X alors il est facile de décrire les chemins extrémaux de 

Proposition 2.1. Soit X un poids dominant etw £W un élément du groupe de Weyl, 
alors le chemin K w \ appartient à B(K\) et l'ensemble 

{% wX | w G W} 

est l'ensemble des chemins extrémaux de B(%x). 

Preuve. On vérifie que si oc G S et w G W, alors s a K w \ = n s a wX- La proposition 
s'en déduit immédiatement. □ 



Remarques. 1. L'ensemble des chemins de B(nx) sont appelés chemins de Lak- 
shmibai-Seshadri et admettent une description combinatoire explicite don- 
née par Littelmann (voir [4]). 

2. Si 71 est un chemin dominant quelconque on ne sait pas, en général, détermi- 
ner les chemins extrémaux de B(n). 

Nous allons maintenant énoncer un critère qui assure qu'un chemin est extré- 
mal. Rappelons que si [3 est une racine réelle et n est un chemin, nous avons défini 

//£(0 = <7t(0,P v ). 

Théorème 2.2. Soit 7t un chemin tel que pour toute racine positive réelle [3 : 

- ou bien pour tout t G [0, 1] (î) > ; 

— ou bien, il existe un réel t^ S [0, 1 [ tel que la fonction soit positive ou 
nulle pour t <t^ et strictement négative et décroissante pour t > t^, 

alors 7t est un chemin extrémal. 

Preuve. Soit 7t vérifiant l'hypothèse du théorème. Choisissons w G W tel que 
w7t(l) soit dominant et tel que la longueur de w soit minimale. Nous allons faire 
une récurrence sur la longueur de w pour montrer que p. est un poids extrémal. S'il 
existe w de longueur 0, alors 7t(l) est un poids dominant et donc par hypothèse, 
pour tout racine positive réelle [3 et pour tout t G [0, 1], (t) > ; 7t est un chemin 
dominant et donc extrémal. 

Si l(w) > 0, alors il existe a une racine simple telle que H^(l) < 0; nous 
allons montrer que 7t' = %7t vérifie l'hypothèse du théorème ce qui nous permettra 
de conclure puisque par construction w%7t'(l) est dominant et l(ws a ) < l(w). 

Quitte à reparamétriser 7t on peut supposer que t% = 1 /2. Définissons 7ti (t) = 
7t(f/2) et 7t2(V) = 7t((f + l)/2) — 7t(l/2). Par définition on a 7t = Tti *7t2- Rappelons 
que si n = (7t(l),a v ), alors d'après la définition 1.3, on a : s a Tl = e^'ii; on en 
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déduit que s a Tl = Jti *s a (%2)- Si y est u ne racine réelle, alors un simple calcul 
montre que : 

Hf*(t) = H*(t) si ? < 1 /2 ; 

= Hfjt) si ? > 1/2. 

Remarquons que les deux expressions ci-dessus coïncident en t = 1/2 puisque 
«2(1/2) =0. 

Soit y une racine positive réelle telle que H^ a% (\) > 0, alors ou bien y = oc et 
dans ce cas pour ? < 1/2, on a H^ n (t) = H^(t) qui est positive et pour t > 1/2, on 
a Hu % {t) = —H™(t) qui est également positive. 

Si y / oc, alors il existe une racine positive réelle [3 telle que s a (fi) = y. Re- 
marquons que comme H^(l) = H'^(l), pour tout t € [0, 1] la fonction (t) est 

positive. Donc pour t > 1/2, fl^» (*) = est positive. 
Si ? < 1 /2, alors 

fljj(0 =fl£p(f) =flî(0-flî(0<a,P v >. 

Si (a, P v ) < 0, alors l'expression ci-dessus est bien positive pour f < 1/2. 

Et si (a, P v ) > 0, on vérifie que (7i(l),%(3 v ) est positif et donc par hypothèse, 
pour tout t € [0, 1], fl£ p (0 > 0. 

Soit y une racine réelle et positive telle que Hy a7C (l) < 0. Alors il existe une 
racine réelle positive [3 telle que s a [3 = y. Comme H%(1) = H s s a p(l), il existe 
tel que pour t > H£ (t) est décroissante et strictement négative. Si o(l) > 0, 
ou si fl*j(l) < et £ p > 1/2, alors fl£j(l/2) = fl£„(l/2) = fl£(l/2) > et 
donc f* > 1 /2. Comme pour ? < 1/2, fljj (f) = et pour t > 1/2, fljj(0 = 

HS(t), on en déduit que H* a v(t) est positive ou nulle pour ? < et décroissante et 
strictement négative pour t > f? . 

Si < 1 /2, alors on a #JJ(1 /2) = /2) = flJ(l/2) < 0, et donc < 

1/2 et la fonction H s s a ^(t) est positive ou nulle pour ? < ^ et strictement négative 
et décroissante pour t > tf B . □ 



Nous allons exprimer le critère ci-dessus lorsque 71 est un chemin affine par 
morceaux. 

Corollaire 2.3. Soit K un chemin tel qu'il existe des poids (%i,%2, . . . ,% p ) € 
tels que 7t = Jl Zl * 7t Z2 * • • • * ; si pour toute racine réelle positive $ on a : 

Vj € {1, . . . ,p - 1} tel que (xi +X2 + • • ■+%}, [3 V > < (x,-+i,p v ) < 0, 
alors Tt es? extrémal. 

Remarques. 1. Il est facile de vérifier que le critère du théorème 2.2 n'est pas 
une condition nécessaire pour qu'un chemin % soit extrémal. Nous donnons 
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un exemple en type A 2 dans la figure 1 : 71 est extrémal puisque s ai n est 
un chemin dominant mais ne vérifie pas le critère du théorème 2.2 ; nous 
utilisons dans cette figure les notations et conventions de [1]. 

2. Il est également facile de vérifier que si 7t est extrémal alors n vérifie la 
condition suivante : pour toute racine réelle positive p\ 

(a) si > alors pour tout t G [0, 1], flj*(f) > ; 

(b) sifljj(l) < 0, alors pour tout t G [0,1], H*(t) > (7t(l),p v ). 

Mais cette condition n'est pas une condition suffisante, comme le montre 
l'exemple dans la figure 2 : 71 vérifie les conditions ci-dessus, mais n'est 
pas extrémal puisque s ai % n'est pas un chemin dominant, bien que le poids 
% 2 7t(l) soit dominant. 

3. Dans un travail en cours de rédaction, nous donnerons un critère d'extréma- 
lité plus général que celui donné dans le théorème 2.2. 

3 Les composantes PRV généralisées 

Nous allons maintenant énoncer le résultat principal de cet article. 

Théorème 3.1. Soit q une algèbre de Kac-Moody symétrisable, soient ^i,v deux 
poids dominants de g, (v,w) G W 2 , et ($1,^2, ■ ■ ■ ,Pp)> P racines réelles orthogo- 
nales deux à deux. Supposons qu 'il existe u G {v, w} tel que pour tout i G {1 , 2 . . . , p}, 
w _1 p,- soit simple. 

Supposons que pour pour i G {1,2, . . . ,p} l'entier m, = min^v/j, p) 7 }, (wv, (3^)} 
soit positif ou nul et soit 7,- le sous-ensemble de X : = {0, P ; -,2P, . . . ; enfin 

soit R F hyper-rectangle 

p 

R = vij + wv ~Y[Ji 

1=1 

alors siX € RDD, la représentation V(X) est une composante de V(fi) ®V(v). 

Preuve. En permutant éventuellement les couples (v,fj) et (w,v), on peut suppo- 
ser que pour tout i G {1,2, . . . ,p}, OC; = v _1 p,- est une racine simple. Soit X un poids 
dominant appartenant à R ; alors pour i G {1,2, ...,/?} il existe kj G {1,2, .. . 
tels que : X = v/j + wv — Y%=\ k<$i- ® n P eut supposer que pour tout i G { 1 , 2, . . . , p}, 
ki < 2*' • E n effet, si tel n'est pas le cas, en réordonnant (Pi , P2, . • . , P p ), il existe 
q G {1,2, . . . ,p\ tel que pour tout i G {1,2, . . . ,q}, ki > — îfi - . Comme les s aj com- 
mutent deux à deux, on peut alors écrire : 

p 

X = VS ai S a2 --- Sa q V + WV - ^ k$i 

avec k'i = (pi,otf) — ki si i < q et k\ = ki sinon. Comme k\ < ki on a également 
k'j < (wv, P- 7 ), et on est bien ramené au cas ou k\ < ^ v f' 7 . 
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D'après le théorème 1.4, pour compléter la preuve il suffît de construire un 
chemin de B{%^) *B(n v ) de poids v _1 À et extrémal. 

Pour i G {1,2,. . . ,p} posons l t := (wv,$Y) = (v _1 wV,aV). Pour tout i G {1,2,.. . , 
on a < kj < lj et d'après le point 4 de la proposition 1.1 le chemin /a 7t v -i M ,, v est 
défini ; de plus si on pose a,- = , alors on a l'égalité : 

ia'^v-'wv — ^ajSrçV^wv * 7t (l-a i )v- 1 wv 

Comme les 0/) i<i<p sont deux à deux orthogonales, il en est de même des 
(ttj)i<i<p et les opérateurs f aj commutent deux à deux. 

Le chemin je := f a \fa 2 ■ ■ ■fa p '^v- l wv est donc défini. Si on suppose que l'on a 
ordonné les (p\)i<,-< p de sorte que : a\ < ci2 < ■ ■ ■ < a p , alors le chemin 71 s'écrit : 

7C flii ap ...ï Kl v- 1 vw * 7Z (a 2 -a l ) Sap ...s a2 v- l wv * " ' ' * n (a p -a p -i)s ap v- l wv * ît (l-o p )v- 1 wv 

avec «o — et %>+i = 1- 

Nous allons calculer les points de changement de direction pour 7t. Ceux-ci 
sont inclus dans l'ensemble {6i , 02, . . . Q p } avec 

i 

Qi = Y,( a j- a j-l) s OL„---Sa,jV~ l WV 
7=1 

i i 

;=i 7=1 

i-l 

= a/ j aj , ...ia^W+^dj (j ap ...s aj v~ l wv- s a „ ■ ■ ■ s Uj+ , v~ 1 wv) 
7=1 

i-l 

= a,-s ap • ■ • s Œi v~ 1 wv - X aj (v" 1 wv , aj ) 0C ; - 

7=1 
i-l 

= a ! 'j ap ...j ai v" 1 wv-£fc,;a,; (!) 

7=1 

P i-l 

= fli(v _1 WV- £ //«/) £*/0/. ^ 

j=i+l 7=1 

D'après la proposition 2.1, le chemin Tfy * 7t appartient àS(7C jU ) *fi(7t v ) et comme 
X = v(//+7t(l)), il suffît de montrer que ce chemin est extrémal ; nous allons utiliser 
le corollaire 2.3. Les points de changements de direction de 7^ *7C sont inclus dans 
l'ensemble : {^,/j + 9i , . . . ,/u + 9 P }. Soit p une racine réelle positive ; remarquons 
d'abord que comme p est dominant, on ne peut pas avoir (jx, (3 V ) < 0. 

D'autre part, s'il existe m G {1,2, .. . ,p} tel que [3 = a m alors ( i u + 9,-,a m ) > 0. 
En effet, en utilisant l'égalité (2), si m < i — 1 alors : 

(fj + 6 ; , a m ) = (ju, 0C^) + «,•/„, - 2£ m = ((/i, o^) - fc m ) + (a,-Z m - k m ). 
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Les deux termes du membre de droite sont positifs : le premier par hypothèse et le 
deuxième car a; > a m . 
Si m > i— 1, alors : 

{jji + 8j, a m ) = (fj, oc^) + ctil m - 2ail m > (//, oc^) - a,„/ m = (ji, ctf n ) - k m . 

Ce dernier terme est bien positif par hypothèse. 

Supposons maintenant que (3 ^ {ai , (X2, . . . , a p } et que (fi + 0,), P v ) < 0, soit 
d'après l'égalité (1) 

i-l 

(fljJop . . . 5a,V _1 WV + ji - £ fc/O/, p v ) < 0. 

7=1 

En utilisant que pour tout j G {1,2, ... ,/>}, &y < (v/j,P)/2 = (/j,a ; )/2, on véri- 
fie que pour toutes racine simple oc, on a (jj — Y!^=\ ^/°V> aV ) — 0> et — £}=i fc/Œ/ 
est donc un poids dominant. On en déduit : 

(s ap ...s ai v- l wv,$ v ) <0 

et le critère du corollaire 2.3 est vérifié. □ 

Remarques. 1. Nous n'obtenons pas complètement les résultats obtenus dans 
[7]. En effet dans le cadre des groupes algébriques, le théorème 3.1 est vrai 
également lorsque la famille (p\-)i< ; < p est une famille de racines simples 
deux à deux orthogonales. Dans [7], nous montrons que ce cas est équivalent 
au cas ou les (v~ $i)i<i< p sont simples mais la démonstration utilise l'exis- 
tence d'un élément de plus grande longueur wq € W. L'auteur ne sait pas si 
ce cas est vrai en général dans le contexte des algèbres de Kac-Moody. 

2. Le cas p = correspond à l'énoncé PRV original. Dans ce cas le chemin à 
considérer est le chemin Tfy *7t v i M , v qui est évidemment extrémal puisqu'il 
n'admet qu'un seul changement de direction en un poids dominant. 

3. Nous illustrons le théorème 2.2 dans un cas ou g est de de type G^. Nous 
reprenons les notations de [1]. En prenant pi = 2GÎ2, V = 2(GJi + OJ2), v et w 
de sorte que v _1 wv = -8GÎ1 +2GÏ2, p = L P = 3(Xi + (X2 et k = 1, on obtient 
X = Oïi +Œ2 et donc V(X3\ +GÎ2) est une composante de V(jJ) <8>V (v). Sur la 
figure 3, nous avons représenté le chemin extrémal Jt = 71^ */a 2 ît v - I wv ams i 
que les chemins extrémaux intermédiaires entre Jt et le chemin dominant r\ 
(en gras) tel que T|(l) = X. 
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